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1. Introducdio

O paradoxo Fermi - Pasta - Ulam - Tsingou (FPUT)
surgiu em 1955 no estudo de um sistema dindmico ndo
linear, em que o objetivo era avaliar a evolugdo para o
equilibrio térmico. Trata-se de um sistema mecanico
unidimensional massa-mola com N particulas em que a
interagdo entre massas vizinhas ¢ feita por forgas lineares e
ndo lineares. O paradoxo FPUT surge porque no se observa
equiparticdo de energia nos modos de vibragdo, como
acontece se a interagdo entre massas vizinhas for por forgas
lineares, ou seja, do tipo da Lei de Hooke, [1]. Estudos
experimentais e simulagdes numéricas mostraram que a
energia é redistribuida de forma ndo uniforme entre os
modos, o que ficou conhecido como o paradoxo FPUT. No
entanto, o sistema tem, no limite de pequena amplitude,
solugdo exata dada por uma onda do tipo soéliton de
Korteweg- De-Vries, KdV, que sdo ondas solitarias,
localizadas, que se propagam por longas distancias
conservando sua configuracdo e velocidade iniciais, [2]. O
objetivo deste trabalho ¢ reproduzir a simulagdo do
paradoxo na linguagem Python dos modos de vibragao de
energia deste sistema, a partir da energia total.

2. Metodologia
A Figura 01 ilustra o sistema unidimensional com
N particulas de massas iguais a m ligadas por molas,
formando uma rede fixa nas extremidades. A forca
entre os vizinhos mais proximos ¢ tanto linear, como
na Lei de Hooke com constante elastica k, quanto
quadratica, ndo linear, com constante k,, [1].

Figura 01 — Sistema mecanico massa-mola com
as particulas fixas nas extremidades.
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Fonte: [1].

As massas se movem de acordo com a segunda lei de
Newton ao longo da linha que as conecta, com interagdo
entre os vizinhos mais proximos. A resultante de forgas
sobre a i-ésima particula ¢ dada por
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onde X, ¢ a aceleracdo da i-ésima particula, assim
como a sua posicao € x;.

Supondo que as posigdes X, € Xyy1 Sejam as

paredes do sistema, a funcdo Hamiltoniana, que
descreve a energia, pode ser escrita como:

.2 1
H=YN 2Ly > (Xiq — x;)? +%(xi+1 -x)° (2)

=0 5m
onde p; ¢ o momento da i-ésima particula e
a constante.

Essa equag¢do da Hamiltoniana representa a energia
total do sistema, que ¢ a soma das energias cinéticas e
potenciais. Na equacdo (2), o primeiro termo da
esquerda corresponde a energia cinética de cada
particula, que depende da velocidade das particulas e
¢ proporcional ao quadrado do momento das
particulas. O segundo termo corresponde a energia
potencial associada as molas lineares que conectam as
particulas, e o terceiro termo corresponde a energia
potencial associada as molas ndo lineares. Essa
equagao ¢ fundamental para entender a dinamica do
sistema e pode ser utilizada para derivar as equagdes
de movimento das particulas, que descrevem como a
posi¢cdo e o momento das particulas mudam ao longo
do tempo. Além disso, essa equagdo permite calcular
a energia total do sistema em qualquer momento.

E de se esperar que no equilibrio térmico este
sistema apresente a mesma energia, ou equiparti¢ao de
energia, como no caso sem forcas quadraticas em (1),
a =0, para todos os modos de vibracdo, como
demonstrado na Figura 02, o que ndo acontece. Este
fato ficou conhecido como paradoxo FPUT.

Figura 02 —Demonstragdo dos trés primeiros
modos normais descritos pelo deslocamento relativo
das particulas.
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Fonte: [1].
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3. Resultados e Discussoes
A Figura 03 ilustra uma simulagdo realizada por
FPUT e reproduzida na linguagem Python, como
proposta em [1].

Figura 03 — Graficos das energias nos cinco
primeiros modos normais do sistema: 1° modo —
azul; 2° modo — laranja; 3° modo — verde; 4° modo —
vermelho; ¢ 5° modo — lilas (no primeiro ciclo).
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Fonte: Os autores.

Na simulagdo, o sistema foi inicializado com toda
a energia no modo mais baixo de vibragdo (azul) e na
expectativa de que a energia se dividisse igualmente
entre todos os modos possiveis, observa-se que depois
de serem compartilhados entre alguns modos de baixa
ordem, uma fragdo muito grande da energia retorna
mais tarde a0 modo usado para inicializar o sistema,
ou seja, a altura dos modos laranja e verde ¢ muito
maior que para os modos mais altos, o que configura o
paradoxo.

Figura 04 — Graficos das energias armazenadas
nos cinco primeiros modos normais do sistema: 1°
modo — azul; 2° modo — laranja; 3° modo — verde; 4°
modo — vermelho; e 5° modo — lilas (no primeiro
ciclo).
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Fonte: Os autores.

Na Figura 03 ¢é possivel observar que a energia
permanece equilibrada, mesmo a medida que ela transita
entre os distintos modos normais do sistema, de forma que
a perda de energia ao longo do tempo de simulagdo ¢
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minima. Isso ocorre porque a energia € preservada, ja que se
trata de um soliton atravessando o sistema. O codigo realiza
entdo a transformada de Fourier das matrizes de posicdo e
velocidade, obtendo a série de Fourier do deslocamento e da
velocidade para cada particula. Sdo também definidas as
variaveis necessarias para realizar a analise, como:

. o numero de particulas;

. o numero total de iteracdes realizadas na
simulagio;

. a iteracdo em que se obtém uma recorréncia de
primeira ordem;

. o timestep utilizado na simulagdo e as frequéncias
de oscilagao dos N modos normais.

As Dbibliotecas utilizadas tanto para a parte
matematica como para os graficos sdo Mathploit e
Numpy respectivamente.

4. A solucgao do problema de FPUT

No estudo da solugdo da equagdo de movimento (1)
com amplitude pequena comparada com o
espacamento da rede, podemos mostrar que no limite
do continuo a equagao (1) se transforma em
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onde a € o espagamento da rede. A equagdo (3),

conhecida como equagdo de KdV apresenta um termo
de dispersdo representado pela tripla derivada e um
termo que representa a nao-linearidade, que contém a
constante . Sua solu¢do é conhecida como uma onda
estavel solitaria, séliton, e ¢ a base para a explicagdo
do paradoxo FPUT, [2].

5. Conclusoes

Estudado o sistema massa-mola com oscilagdes de
baixa amplitude e com as interagdes ocorridas com a
conexdo com seus vizinhos mais proximos, foi
possivel observar o comportamento da distribuicao de
energia ocorrido no sistema. A partir disso houve a
necessidade de desenvolver o estudo criterioso tanto
no sistema linear como ndo linear, sendo entdo
possivel a observacao da ligagcdo com o soéliton do tipo
KdV durante a transmissao no sistema.

A resolucdo do paradoxo de FPTU auxiliou nos
estudos de sistemas nao lineares e complexos, como a
teoria do caos e trouxe também avango em simulagcdes
e desenvolvimento de problemas fisicos.
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